
TROISIÈME LEÇONFONCTIONSCONTINUES
Résumé Notre héros s'est familiarisé ave
 les notions de limite, de problème lo
al ouglobal. Ces notions vont être amplement réinvesties lors de 
e nouvel épisode, en
oresemé d'embu
hes...

I Qu'est-
e qu'une fon
tion 
ontinue en un point ?Mathémator : Cette fois-
i, je vous donne la dé�nition dire
tement.Dé�nition 1 :Soit a un réel, et soit f une fon
tion dé�nie sur un intervalle 
ontenant a. On dit que f est 
ontinue en a lorsque f (x)tend vers f (a) quand x tend vers a.Vous savez que x2 tend vers 9 quand x tend vers 3. Eh bien, 
ela signi�e que la fon
tion 
arrée est 
ontinue en 3.Téhessin : D'après votre dé�nition, il faut que f soit dé�nie en a pour pouvoir parler de la 
ontinuité de f en a.Mathémator : Oui, sinon f (a) n'aurait pas de sens ! En revan
he, on peut parler parfois de limite de f en a même lorsque fn'est pas dé�nie en a. Par exemple limx!0xÈ0 1x ÆÅ1 : la fon
tion inverse n'est pas dé�nie en 0 mais admet une limite en 0.Téhessin : Vous m'avez donné la dé�nition mathématique, mais vous ne m'avez pas expliqué 
e qu'elle signi�e. En fait, je nevois pas trop où se trouve le problème.Mathémator : Je suis d'a

ord ave
 vous. Cette dé�nition fait double emploi ave
 la dé�nition de la limite. En réalité, la notionde 
ontinuité d'une fon
tion en un point a n'est introduite que pour permettre de dé�nir la notion de fon
tion 
ontinue surtout un intervalle. Nous verrons que, par dé�nition, une fon
tion dé�nie sur un intervalle I est 
ontinue sur I lorsqu'elle est
ontinue en 
haque point de I. Dans 
e 
as, le mot 
ontinu est bien 
hoisi 
ar les fon
tions 
ontinues sur un intervalle sontpré
isément 
elles dont le graphe se tra
e à l'aide d'un trait 
ontinu.Téhessin : Mais pourquoi m'avez-vous quandmême donné la dé�nition de la 
ontinuité en un point ?Mathémator : Par
e qu'il existe des 
as où une fon
tion est 
ontinue « presque partout » et qu'il faut y regarder de plus près,des fois qu'on pourrait arranger les 
hoses.a. Peut-on soigner des fon
tions dis
ontinues en un point ?Téhessin : Je me souviens avoir vu en Première que la fon
tion x 7! 1/x n'a pas de limite en 0, mais que par 
ontre on alimx!0Å1/x ÆÅ1 et limx!0¡1/x Æ¡1Mathémator : Très bien, mais je préfèrerais que vous notiez



2 I . Qu'est-
e qu'une fon
tion 
ontinue en un point ?limx!0xÈ0 1x ÆÅ1 et limx!0xÇ0 1x Æ¡1et d'ailleurs, qu'est-
e que 
ela signi�e pré
isément ?Téhessin : Dire que x tend vers 0Å signi�e que x tend vers 0 en restant stri
tement positif.Mathémator : C'est bien l'idée qui est derrière, même si elle reste un peu vague. (Mal)heureusement, la dé�nition rigoureuseest hors programme.Cette notion a un intérêt lorsque la fon
tion f présente une dis
ontinuité en a mais a un 
omportement « régulier à droite dea ». C'était le 
as par exemple de la fon
tion :f2 : [0,2℄!R, x 7!8><>:
osx si x 2 [0,1℄
os(x¡1) si x 2℄1,2℄Cette fon
tion n'a pas de limite en 1. Mais elle a une limite à droite en 1 égale à 1 et une limite à gau
he égale à 
os1.Téhessin : Mais Maître, quand on é
rit limx!1(x¡1)2 Æ 0Å, ça n'a pas le même sens, n'est-
e pas ?Mathémator : Non, effe
tivement, mais 
ette é
riture n'est pas très 
orre
te, 
ar la limite de (x¡1)2 quand x tend vers 1, est leréel 0 et rien d'autre. Si on é
rit 0Å, 
'est pour se souvenir que les valeurs de (x¡1)2 pour des x pro
hes de 1 sont positives. Unetelle é
riture permet parfois de simpli�er le 
al
ul de 
ertaines limites : par exemple,limx!1(x¡1)2 Æ 0Å Æ) limx!1 1(x¡1)2 ÆÅ1b. Y a-t-il di�érents types de dis
ontinuité ?Mathémator : Oui ! Une fon
tion f est 
ontinue en a si et seulement si elle a une limite à gau
he et une limite à droite en a etque 
es deux limites sont égales à f (a). Elle peut don
 être dis
ontinue en a pour plusieurs raisons.
➥ Première raison possible : f admet une limite à gau
he et à droite en a, mais 
es deux limites ne sont pas égales. C'est le
as de la fon
tion f2 de la question pré
édente.


os 1 x
y

+1
+1

➥ Deuxième raison possible : f admet une limite 
ommune à gau
he et à droite en a, mais f n'est pas dé�nie en a ouadmet une autre valeur que la limite 
ommune. C'est le 
as par exemple de la fon
tion sinus amorti, très importante enphysique f4 : x 7! sinxx pour tout x 6Æ 0Nous avons montré en exer
i
e que limx!0xÇ0 f4(x)Æ limx!0xÈ0 f4(x)Æ limx!0Æ 1.Il suf�t don
 maintenant de 
réer la nouvelle fon
tion g suivanteg : x 7¡!8><>: sinxx pour tout x 6Æ 00 si x Æ 0Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



Chapitre 3- FONCTIONS CONTINUES 3
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On dit alors qu'on a prolongé f4 par 
ontinuité en 0.
➥ Troisième raison possible, et les 
hoses deviennent 
ompliquées : f n'a pas de limite à droite ou à gau
he en a. Il fautbien avouer que dans la pratique, presque toutes les fon
tions ont une limite à gau
he et à droite. Mais il faut avoir vu
es 
ontre-exemples une fois dans sa vie, pour bien 
omprendre la théorie, 
omme 
elui de la fon
tion f5 dé�nie parpour tout x 2R¤ f5(x)Æ 
os(1/x) , et f5(0)Æ 0

O 1
1

x
y

Elle n'a pas de limite à droite ni à gau
he en 0. Quand x tend vers 0, f5(x) os
ille 
ontinûment entre ¡1 et 1, de plus enplus vite à mesure que x se rappro
he de 0.Pourmontrer que f5 n'a pas de limite à droite en 0, nous aurons besoin d'avoir étudié les suites : il faudra don
 patienterun peu.Téhessin (à part) : Ouf !...II Propriétés des fon
tions 
ontinues sur un intervallea. IntervalleMathémator : Tout d'abord, qu'est-
e qu'un intervalle ?Téhessin : Ben 
'est quelque 
hose du style [a,b℄, ou ℄a,b℄ ou [a,b[, ou ℄a,b[, ou ℄¡1,b℄ ou et
.Mathémator : C'est un peu vague. Malheureusement une dé�nition rigoureuse n'est pas envisageable en Terminale. Posons-nous au moins une question : est-
e que R¤ est un intervalle ?Téhessin : Je pense que non : il n'entre dans au
une des 
atégories 
ar il a un « trou ».Mathémator : C'est bien vu. Nous devrons nous 
ontenter de 
ette absen
e de « trou » pour 
ara
tériser les intervalles.b. Quelles sont les fon
tions dont le graphe est un trait 
ontinu ?Mathémator : On peut déjà remarquer que 
'est le 
as de la plupart des fon
tions que vous 
onnaissez Téhessin. En effet, onpeut 
onsidérer que les graphes des fon
tions polyn�miales, rationnelles, ra
ine 
arrée, sinus,... sont des « traits 
ontinus »,
'est-à-dire qu'on n'a pas à « lever le 
rayon » pour les tra
er.Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



4 II . Propriétés des fon
tions 
ontinues sur un intervalleMais attention, 
e n'est pas toujours le 
as. Nous avons déjà étudié la fon
tiong : [0,2℄!R, x 7!8><>:
osx si x 2 [0,1℄
os(x¡1) si x 2℄1,2℄et son graphe n'est pas un « trait 
ontinu ».

os 1 x

y
+1

+1
Téhessin : Mais 
ette notion de « trait 
ontinu » a-t-elle un sens mathématique ?Mathémator : Pour le moment, 
ette notion de « trait 
ontinu » est juste une notion intuitive que tout le monde 
omprend. Et
e que je vous propose de faire maintenant, 
'est de 
her
her quelle propriété une fon
tion doit véri�er pour que son graphesoit un « trait 
ontinu ».La première 
ondition est que la fon
tion soit dé�nie sur un intervalle. Vous voyez bienpar exemple que le graphe de la fon
tionf :R¤!R, x 7! 1xn'est pas un « trait 
ontinu » et la raison en est que R¤ n'est pas un intervalle.

O 11 x
y

On se limite don
 à une fon
tion dé�nie sur un intervalle. Pouvez-vousme dire, Téhessin, à quelle 
ondition son graphe est un« trait 
ontinu » ?Téhessin : J'ai peut-être une idée. La fon
tion g pré
édente est bien dé�nie sur un intervalle mais elle a un graphe « en deuxmor
eaux » par
e que g (x) est dé�ni par deux formules différentes suivant les valeurs de x. Mais s'il n'y a qu'une seule formule,
omme pour les fon
tions polynomiales, 
osinus ..., alors le graphe sera un trait 
ontinu.Mathémator : Non Téhessin. La fon
tion partie entièref :R!R, x 7! E(x)est dé�nie par « une seule formule », 
omme vous dites, mais il faut lever le 
rayon pour tra
er son graphe.Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010
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O 11 x
y

Vous sentez bien que la notion de « fon
tion dé�nie par une seule formule » est trop vague. Il faudrait pré
iser son sens, et 
en'est pas fa
ile. Revenons plut�t à la fon
tion g : à votre avis, pour quelle raison son graphe n'est-il pas un trait 
ontinu ?Téhessin : Peut-être par
e que les limites de g à gau
he et à droite en 1 sont différentes.Mathémator : C'est ça, et 
omme 
es deux limites sont différentes, g n'a pas de limite en 1. Plus généralement, si l'on 
onsidèreune fon
tion f dé�nie sur un intervalle I, le graphe ¡ f ne peut être un « trait 
ontinu » que si f admet une limite en tout point ade I. Et d'ailleurs, 
omme f est dé�nie en a, 
ette limite est né
essairement égale à f (a). On 
onstate que 
'est 
ette 
onditionsur f qui rend 
ompte du fait que ¡ f est un « trait 
ontinu ». Mais plut�t que de dire le graphe de f est un trait 
ontinu, on dirala fon
tion f est 
ontinue.Dé�nition 2 :Soit I un intervalle de R et f une fon
tion de I vers R. On dit que f est 
ontinue lorsque, pour tout a 2 I, on a limx!a f (x)Æf (a), 
e qui revient à dire que f est 
ontinue en tout point de I.Téhessin : Mais il est impossible de véri�er pour 
haque point que la fon
tion y est 
ontinue !Mathémator : Certes ! Nous pouvons malgré tout aisément véri�er que les fon
tions polyn�mes, sinus, 
osinus, valeur absolue,ra
ine 
arrée sont 
ontinues.Dans la pratique nous utiliserons les théorèmes opératoires. Nous pouvons ainsi montrer, grâ
e aux théorèmes opératoiressur les limites que les sommes, produits, quotients et 
omposées des fon
tions de référen
e sont 
ontinues là où elles sontdé�nies.Par exemple, nous é
rirons que la fon
tion x 7! x2¡3xÅ1x¡2 est 
ontinue sur ℄¡1,2[ ET sur ℄2,Å1[ 
omme quotient de fon
-tions polynomiales 
ontinues.
O 11 x
y

Téhessin : Don
 si j'ai bien 
ompris, il faut interpréter la 
ontinuité d'une fon
tion dé�nie sur un intervalle en disant que songraphe est un « trait 
ontinu ».Mathémator : C'est ça. Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



6 II . Propriétés des fon
tions 
ontinues sur un intervalle
. Appli
ation fondamentale : une fon
tion 
ontinue peut-elle 
hanger designe sans s'annuler ?Téhessin : Je pense que non ! Car pour relier par un « trait 
ontinu » un point situé en dessous de l'axe Ox à un point situé audessus, il faudra 
ouper 
et axe.
O x
yf (b)

f (a) ba
Mathémator : Très bien ! L'interprétation intuitive de la 
ontinuité de f vous a permis de deviner le résultat. Mais il faut main-tenant le démontrer rigoureusement en revenant à la dé�nition de la 
ontinuité. Autrement dit, étant donnée une fon
tion f
ontinue, dé�nie sur un intervalle 
ontenant a et b ave
 a Ç b et telle que f (a) et f (b) soient de signes opposés, 
ommentmontrer l'existen
e d'un zéro de f sur ℄a,b[, 
'est-à-dire d'un élément 
 de ℄a,b[ tel que f (
)Æ 0 ?Cette démonstration étant déli
ate mais 
onstituant une trés intéressante appli
ation du théorème des suites adja
entes, nousnous en o

uperons en TD un peu plus tard 
ette année.d. Une fon
tion f 
ontinue sur [a,b℄ prend-elle toutes les valeurs 
omprisesentre f (a) et f (b) ?Téhessin : Est-
e que 
e n'est pas quasiment le même problème que 
elui de la question pré
édente ?Mathémator : Effe
tivement. Alors voilà le résultat.Théorème 1 : Théorème des valeurs intermédiairesSoit f une fon
tion 
ontinue d'un intervalle I vers R, et soient a et b deux éléments de I tels que a Ç b. Alors pour toutréel k 
ompris entre f (a) et f (b), il existe 
 2 [a,b℄ tel que f (
)Æ k.

f (b)f (a) a b0k 
 x
y

La preuve est très simple. Si f (a) ou f (b) est égal à k, on prend 
 Æ a ou 
 Æ b. Et sinon, on applique le résultat de la questionpré
édente à la fon
tion auxiliaire g : I!R, x 7! f (x)¡kOn peut le faire 
ar g est 
ontinue et 
ar g (a) et g (b) sont non nuls et de signes opposés puisque ¸ est 
ompris entre f (a) etf (b). Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



Chapitre 3- FONCTIONS CONTINUES 7e. Comment montrer que deux 
ourbes se ren
ontrent ?Téhessin : Mais 
'est en
ore le même genre de problème, à 
ondition de supposer que les deux 
ourbes sont des « traits 
onti-nus ».Mathémator : Ce que nous supposerons. Et vous avez raison, on pourra souvent se ramener au théorème des valeurs intermé-diaires.Montrer que les graphes des fon
tions 
ontinues f et g se ren
ontrent revient àmontrer qu'il existe 
 tel que f (
)Æ g (
). On in-troduit alors la fon
tion auxiliaire f ¡g , et pourmontrer qu'elle s'annule, il suf�t d'après le théorème des valeurs intermédiairesde trouver a et b tels que f (a)6 g (a) et f (b)> g (b).On peut par exemple utiliser 
ette te
hnique pour montrer qu'une fon
tion f 
ontinue dé�nie sur [0,1℄ et à valeurs dans 
emême intervalle [0,1℄ admet un point �xe, 
ar 
ela revient à montrer que son graphe ren
ontre la première bisse
tri
e.Nous traiterons 
es exemples en exer
i
es.Téhessin : Vous aviez l'air de dire tout à l'heure que le théorème des valeurs intermédiaires ne permettait pas toujours demontrer que deux 
ourbes se ren
ontrent.Mathémator : Oui, dans le 
as où les deux 
ourbes se ren
ontrent « sans se 
roiser ». Par exemple, 
ela peut se produire ave
 legraphe d'une fon
tion ayant 
ertaines propriétés et l'une de ses tangentes.
0

¡ TP
On peut avoir f (
)Æ g (
) sans qu'il existe a et b distin
ts tels que f (a)6 g (a) et f (b)> g (b).f. Comment montrer qu'une équation admet une unique solution ?Mathémator : Le TVI s'avère fort utile 
omme vous venez de le dé
ouvrir, pour montrer qu'une équation admet au moins unesolution. Il a pourtant un défaut a.Téhessin : On sait que l'équation admet aumoins une solution, mais on ne sait pas 
ombien de solutions 
ela représente b.Mathémator : Vous avez mis le sabre laser sur la faiblesse du TVI. En fait, il suf�t de rajouter une petite hypothèse au TVI pourle voir se transformer en TSU.Téhessin : TSU, TSU, mmmm.... J'y suis ! Théorème de LA solution unique 
.Mathémator : Oui ! Alors, 
omment être sûr de l'uni
ité de la solution ?Téhessin : Je suppose qu'un petit dessin devrait m'aider.
f (b)f (a) a b0k 
1 
2 
3 x

y
En fait, si la 
ourbe joue aux montagnes russes, 
ertains réels de l'intervalle £ f (a), f (b)¤ auront plusieurs anté
édents, 
e quine sera plus vrai si f est stri
tement monotone. Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



8 II . Propriétés des fon
tions 
ontinues sur un intervalleThéorème 2 : Théorème de la solution unique (Théorème de la bije
tion)Soit f une fon
tion 
ontinue et stri
tementmonotone d'un intervalle I vers R, et soient a et b deux éléments de I telsque a Ç b. Alors pour tout réel k 
ompris entre f (a) et f (b), il existe un unique réel 
 2 [a,b℄ tel que f (
)Æ k.Mathémator : Nous pouvons à présent énon
er le théorème de LA solution unique dLa démonstration en est simple : l'hypothèse rajoutée nous indique dans quelle dire
tion 
her
her. Je vous laisse don
 la rédi-ger...Téhessin : ...à titre d'exer
i
e, je sais.g. Comment résoudre une équation numérique par di
hotomie ?Mathémator : Fort de 
es nouveaux pouvoirs mathématiques, montrer que l'équationx4Å x Æ 1admet une unique solution x0 sur [0,1℄ ne va vous poser au
un problème.Téhessin : Il doit suf�re d'étudier la fon
tion f : [0,1℄!R, x 7! x4Å xD'après les théorèmes généraux elle est 
ontinue sur [0,1℄. On véri�e aisément qu'elle est sri
tement 
roissante sur 
et inter-valle. En�n f (0)Æ 0 et f (1)Æ 2. Je dégaine alors le TSU pour 
on
lure.Mathémator : Vous assimilez vite. Comment feriez-vous, Téhessin, pour déterminer une valeur appro
hée de x0 à 10¡2 prèsave
 votre 
al
ulatri
e ?Téhessin : Rien de plus simple : je tape solve(x^4+x=1,x)et la 
al
ulatri
e me répond -1.220744085, 0.7244919590Or, 
omme x0 2 [0,1℄, je ne garde que le deuxième solution.Mathémator : , à part : Il m'a roulé...(à voix haute) Certes, 
ertes...euh...mais imaginons que votre 
al
ulatri
e n'ait pas detou
he solve.Téhessin : J'essaie différentes valeurs. Si je tombe sur une image supérieure à 1, je prend un x plus petit, et vi
e versa.Mathémator : En fait, on peut systématiser la re
her
he des différentes valeurs de x pour minimiser le nombre de 
al
uls.Considérons une fon
tion g : [a,b℄! R stri
tement 
roissante, 
ontinue et telle que g (a) Ç k et g (b) È k. Alors l'équationg (x)Æ k admet une unique solution 
 dans ℄a,b[ d'après le TSU. Pour obtenir une valeur appro
hée de 
, on va « di
hotomer »le segment [a,b℄, 
'est à dire qu'on va le 
ouper en deux, par exemple par le milieu m Æ (aÅb)/2. Le monde alors se sépare endeux 
atégories :
➥ si g (m)Ç k, alors 
 2℄m,b[ f (b)f (a) a b0k-plus 
m x

y
a. Contrairement à vous, 
han
eux le
teur, Téhessin ne peut distinguer à l'oreille les 
ara
tères en italiqueb. Vous devez admettre que Téhessin assure un max
. Faut quandmême pas pousser : 
'est plus un élève, 
'est un héros de �lm améri
aind. Pour le ba
, un tableau de variation 
omplété suivi d'une phrase du style « par le
ture du tableau de variation » suf�raGuillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010
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➥ si g (m)> k, alors 
 2℄a,m℄ f (b)f (a) a b0k-moins 
 m x

y

En répétant 
e pro
édé, on pourra 
onstruire une suite de segments « emboîtés » 
ontenant 
, 
entrés en mn et de longueursaussi petites que l'on veut. Vous pourrez peut-être démontrer l'année pro
haine que la suite (mn) 
onverge vers 
, et que lesdifférentes valeurs demn sont autant de valeurs appro
hées de 
.Téhessin : Mais à quoi sert 
ette méthode puisque ma 
al
ulatri
e possède la fon
tion solve ?Mathémator : Justement, le (la) programmeur(se) de votre 
al
ulatri
e a probablement utilisé une méthode pour é
rire leprogramme asso
ié à la tou
he solve, un peu plus 
ompliquée que la di
hotomie, mais un futur s
ienti�que et informati
ien
omme vous doit don
 
onnaître la méthode de di
hotomie.
h. Ave
 XCASPour mettre tout 
e
i en pratique, ouvrons XCASdi
ho ( f , p , a , b ) : = {lo
a l aa ,bb, k ;aa :=a ;bb:=b ;k :=0 ; // on 
ree un 
ompteur d' i t e ra t ionswhile ( (bb¡aa)>p) {i f ( f ( 0 . 5 * (bb+aa ) ) * f (bb)>0 )then { bb:=0 .5 * ( aa+bb) }else { aa :=0 .5 * ( aa+bb) }k :=k+1; // on rajoute 1 au 
ompteur}return 0 .5 * (bb+aa)+" est la solution trouvee apres " +k+ " i te ra t ions " ;} : ;
e qui donne pourp2Dig i ts : =30 : ;di
ho (x¡>x^2¡2 ,10^(¡30) ,1 ,2)Et on obtient :1.414213562373095048801688724209 est la solution trouvée après 100 itérationsGuillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



10 III . A mad tea partyIII A mad tea party

« Reprenez don
 un peu de thé » propose le Lièvre de Mars.« Je n'ai rien pris du tout, je ne saurai don
 reprendre de rien ! »« Vous voulez dire que vous ne sauriez reprendre de quelque 
hose » repartit le Chapelier.« Quand il n'y a rien, 
e n'est pas fa
ile d'en reprendre ».� Alors 
omme ça, vous êtes étudiante ?� Oui, en mathématiques par exemple.� alors que vaut 
ette fra
tion : un sur deux sur trois sur quatre ?� Eh bien ...� Elle vaut deux tiers, la devança le Loir.� Ou trois huitièmes si vous préférez, ajouta le Lièvre de Mars.� Ou en
ore un sur vingt-quatre, af�rma le Chapelier.� En fait, je 
rois que...� Au
une importan
e ! Dîtes-nous plut�t 
ombien vous voulez de su
re dans votre thé ?� Deux ou trois, ça dépend de la taille de la tasse.� Certainement pas, 
ar de toute façon, deux ou trois 
'est pareil.� Parfaitement ! approuva le Loir en �xant Ali
e qui é
arquillait les yeux.� Ce n'est pourtant pas 
e qu'on m'a appris, �t 
elle-
i.� Pourtant, 
e n'est pas 
ompliqué à 
omprendre, en voi
i une démonstration des plus élémentairesOn sait que pour tout entier n on a su

essivement (nÅ1)2 Æn2Å2nÅ1(nÅ1)2¡2n¡1Æn2Retran
hons n(2nÅ1) des deux 
�tés (nÅ1)2¡ (nÅ1)(2nÅ1)Æn2¡n(2nÅ1)Mézalor, en ajoutant (2nÅ1)2/4, on obtient(nÅ1)2¡ (nÅ1)(2nÅ1)Å (2nÅ1)24 Æn2¡n(2nÅ1)Å (2nÅ1)24Soit µ(nÅ1)¡ 2nÅ12 ¶2 Æ µn¡ 2nÅ12 ¶2En passant à la ra
ine 
arrée, on obtient (nÅ1)¡ 2nÅ12 Æn¡ 2nÅ12d'où nÅ1Æ nEt si je prends n Æ 2, j'ai aussit�t 3Æ 2 Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



Chapitre 3- FONCTIONS CONTINUES 11� Alors, qu'est-
e que vous en dites ?� Je...
ommença Ali
e.� D'ailleurs, 
ela prouve que tous les entiers sont égaux, la 
oupa le Lièvre de Mars.� Pas mal du tout ! Qu'en dites-vous mademoiselle la mathémati
ienne ?� Je vais vous dire tout de suite 
e que j'en pense� Ah non ! Nous préférerions de loin que vous pensiez 
e que vous allez nous dire.� C'est pareil ! grinça Ali
e qui 
ommençait à en avoir assez.� Comment ça, 
'est pareil ? Dire 
e que l'on pense 
e serait pareil que penser 
e que l'on dit ? S'étrangla le Lièvre de Mars.� In
royable ! Et manger 
e qu'on voit 
e serait pareil que voir 
e qu'on mange ?� Mais...� Et respirer quand on dort pareil que dormir quand on respire ?� En logique, nous vous mettons 3 sur 5.� Autant dire moins que un.� C'est à dire zéro, puisque si 2=3 alors 1=0.� Par
e que 
hez vous, 3 
'est moins que 1 ? s'indigna Ali
e.� On se demande 
e qu'on vous apprend à l'é
ole ! Bien sûr que oui ! Tenez, 
onsidérezf (x)Æ x2Å322x2Å1 Å jxjÅ12xÅ51Eh bien il est fa
ile de voir que 
ette fon
tion a pour limite 0 en moins l'in�ni et 1 en plus l'in�ni.� Je ne dis pas le 
ontraire, protesta Ali
e.� Don
 l'image par f de R est l'intervalle ℄0,1[, or f (0)Æ 3, don
 3 appartient à ℄0,1[ à 
e titre : on a bien 3 plus petit que 1.� C'est de la folie pure, pensa Ali
e...IV Exer
i
es diversExer
i
e 1 Cheshire 
at's journeyUn 
hat du Cheshire par
ourt 10 km en 2 heures. montrez qu'il existe un intervalle de temps de durée 1 heure pendant lequelil a par
ouru exa
tement 5 km. Introduisezlafon
tionquiàtasso
ielenombredekmpar
ourusentheurespuislafon
tiont7!d(tÅ1)¡d(t)
Exer
i
e 2 Ra
ine d'un polyn�meMontrez que tout polyn�me de degré impair possède au moins une ra
ine réelle. Ilfaut
onsidérerlafon
tionpolynomialeasso
iéeet
her
herunthéorèmedansle
oursquivouspermettede
on
lure.Exer
i
e 3 Partie entièreÉtudiez et représentez graphiquement la fon
tion f dé�nie sur R¤ par f : x 7! E(x)xExer
i
e 4 Partie entière : le retourSoit F la fon
tion dé�nie sur R par F : x 7! x¡E(x) On rappelle que E(x) est l'unique entier véri�ant E(x)6 x Ç E(x)Å1.Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



12 IV . Exer
i
es diversMontrez que E(xÅ1)Æ E(x)Å1 puis que F est périodique. et représentez sommairement F sur un graphique.Exer
i
e 5 Point �xeSoit f une fon
tion 
ontinue sur [0,1℄ et à valeurs dans [0,1℄.Montrez qu'il existe un réel x0 2 [0,1℄ véri�ant f (x0)Æ x0. Illustrez votre propos à l'aide d'un s
héma.Exer
i
e 6 Partie entière will never dieSoit x 2R. Étudiez limx!Å1E(¡3nx)¡2n Commen
ezparen
adrerE(¡3nx)Exer
i
e 7 Somme de parties entièresSoit x 2R. Étudiez limx!Å1 1n2 nXkÆ1E(kx)Exer
i
e 8 Résolutions analytiques d'équations1. Étudier les variations de la fon
tion f dé�nie sur R par f (x)Æ 
osxÅ x.En déduire que l'équation 
osxÅ x Æ 0 a une unique solution. En donner une valeur appro
hée à 10¡3 près.2. On 
onsidère l'équation (E) sinx¡ x2 Æ 0, x 2R.a) Montrer que toutes les solutions de 
ette équation appartiennent à l'intervalle [¡2 ; 2℄.b) Donner, en le justi�ant, le nombre de solutions de l'équation (E).
) Donner une valeur appro
hée, à 10¡3 près par défaut, de la plus grande solution.Exer
i
e 9 É
helon de Heaviside1. O

upons-nous de fon
tions utilisées 
ouramment en éle
tri
ité eOn 
onsidère le 
i
uit très simple 
i-
ontre. On ferme l'in-terrupteur à l'instant t Æ 0 et on mesure la tension U(t) .Elle peut être dé�nie part 7!U(t)Æ8><>:E si t > 00 si t Ç 0 E u(t )
Représentez graphiquement la fon
tion U.e. et aussi en infographie, en musique, et
. Guillaume CONNAN, TaleS4, 2009-2010



Chapitre 3- FONCTIONS CONTINUES 132. On note f la fon
tion f : t 7!U(t ¡2) et g : t 7!U(t Å2).En éle
tri
ité, on appelle l'une é
helon retardé et l'autre é
helon avan
é : pourriez-vous dire qui est qui ?Exer
i
e 10 Fon
tion porteReprésentez la fon
tion � : x 7!8><>:E si jxj6 1/2¡E si jxj È 1/2Donnez une interprétation physique de 
ette fon
tion si x représente la fréquen
e d'un signal émis par un émeteur radio.Exer
i
e 11 Signal 
arréPour s'amuser, on fait varier le sens du 
ourant. Représentez la fon
tion ' qui est de période 1 et véri�et 7!'(t)Æ8><>:E si 0Ç t Ç 1/2¡E si 1/2Ç t Ç 1Exer
i
e 12 Signal triangulaire1. Soit T la fon
tion paire, de période 1, et qui véri�e, pour tout x 2 [0 ; 1/2[T(x)Æ E¡2ExReprésentez graphiquement 
ette fon
tion et déterminez l'expression de 
ette fon
tion pour x 2℄¡1/2 ; 0℄2. On 
onsidère la fon
tion ¤ dé�nie sur R par¤ : t 7! tU(t)¡2(t ¡1)U(t ¡1)Å (t ¡2)U(t ¡2)où U est la fon
tion de Heavyside étudée pré
édemment.Représentez graphiquement 
ette fon
tion en distingant les intervalles ℄¡1 ; 0[, [0 ; 1[, [1 ; 2[ et [2 ; Å1[.3. Donnez un nom à la fon
tion suivante d , de période 1, telle que d(x)Æ Ex pour tout x 2 [0 ; 1[.Rien de plus simple qu'un signal triangulaire. . . et pourtant, voi
i le 
ir
uit le produisant :
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14 IV . Exer
i
es diversExer
i
e 13 Fon
tions 
ausalesLes fon
tions 
ausales sont très utilisées en éle
tri
ité. Il s'agit tout simplement de fon
tions nulles sur ℄¡1 ; 0℄.Pour les exprimez, on utilise la fon
tion de Heaviside qu'on multiplie par des fon
tions usuelles. Représentez graphiquementles fon
tions suivantes1. f1 : x 7!U(x)sin x2. f2 : x 7!U(x)sin(x¡¼) 3. f3 : x 7!U(x¡¼)sin x4. f4 : x 7!U(x¡¼)sin(x¡¼)Oliver Heaviside Oliver Heaviside (18 mai 1850 - 3 février 1925) était un physi
ien britannique autodi-da
te.Bien qu'il eût de bons résultats s
olaires, il quitta l'é
ole à l'age de seize ans et devintopérateur de télégraphe. Cependant il a 
ontinué à étudier et, en 1872, alors qu'iltravaillait 
omme 
hef opérateur à New
astle-upon-Tyne, il 
ommença à publier sesrésultats de re
her
he en éle
tri
ité. Il a formulé à nouveau et simpli�é les équationsde Maxwell sous leur forme a
tuelle utilisée en 
al
ul ve
toriel.Entre 1880 et 1887 il développa le 
al
ul opérationnel, une méthode pour résoudredes équations différentielles en les transformant en des équations algébriques ordi-naires 
e qui lui valu beau
oup de 
ontroverse lorsqu'il l'introduisit pour la premièrefois, du fait d'un manque de rigueur dans l'utilisation de la dérivation.En 1887, il suggéra que des bobines d'indu
tion devraient être ajoutées au 
âble dutéléphone transatlantique a�n de 
orriger la distorsion dont il souffrait. Pour les rai-sons politiques, 
ela n'a pas été fait.En 1902 il prédit l'existen
e de 
ou
hes 
ondu
tri
es pour les ondes radio qui leurpermettent de suivre la 
ourbure de la terre ; 
es 
ou
hes, situées dans l'ionosphère, sont appelées 
ou
hes de Kennelly-Heaviside, du nom de Arthur Kennelly, physi
ien améri
ain qui eut la même intuition que lui. Elles ont �nalement étédéte
tées en 1925 par Edward Appleton.Il a développé aussi la fon
tion de Heaviside (aussi appelée é
helon oumar
he), utilisée 
ommunément dans l'étude desystèmes en automatique et il a étudié la propagation des 
ourants éle
triques dans les 
ondu
teurs.Des années plus tard son 
omportement devint, 
omment dire...,très ex
entrique : bref, il perdit un peu la boule, 
ommesouvent 
hez les physi
iens.
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